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ESatser ur geometrin ÅN dimensioner «Lise NG FEN 


Öm potensseriers konvergens och divergens 1 allmänhet ANS nas la 159 


då 


"Om "den konvergensområdet begränsande ytan ..=. «>. rr». rs. Ores er rs 
Om potensserier, hvilkas koefficienter uppkomma ur KY kierektenna till andra 


FÄDER 3 SOTICRAT «SAR Erna alsN Näe INS Va NET GAR SR Sö DE 
Om två potensseriers gemensamma KORR FESSANG 
Om Potensserier betraktade såsom Ron elomene FENA 


Alltsedan genom WkEIERSTRASS” arbeten potensserierna lades till grund för 
funktionsteorin, så hafva dessa serier inom denna teori intagit en synnerligen fram- 
skjuten ställning; och då i allmänhet en series konvergens är ett nödvändigt vilkor 
för dess användning inom analysen, så är det äfven tydligt, att undersökningen af 
dessa seriers konvergensområden måste vara af stor vigt. / 

Så länge man emellertid håller sig till potensserier af endast en variabel, så 
är saken mycket enkel: man vet nämligen då, att om potensserien är 


RO (a) ERA (AR 


så konvergerar den i hvarje punkt inom-och divergerar i hvarje punkt utom en viss 
cirkel, som till medelpunkt har punkten a, och hvars radie r bestämmes t. ex. genom 
vilkoren: 


lim|A,|(r + 6) = 00 


| lim] Ad. Ir — d)" =10, 


eller, mera strikt uttryckt, enär | 4, | ju ej behöfver hafva blott ett gränsvärde, att 
hur litet s än må väljas, så kan man alltid finna ett m sådant att för alla n > m 


JA. | (r — år GS, 
och hur stort w än må väljas, så kan dock alltid finnas något n sådant att 
|Anl(r + d > 0, 


då 35 är en liten på förhand gifven positiv qvantitet. 

Detta blir eqvivalent med det förra uttrycket, om man derstädes med "lim" 
förstår: det största gränsvärdet. Denna inskränkning behöfves emellertid alltid, då 
| 4A.| har flera gränsvärden, såsom t. ex. i serien: 


Zz 2 En 
1 +3 + 42 TAR + lör tas t 
Dylika serier kunna vi naturligen ej heller gerna utesluta ur våra undersökningar, 
då de ju äro vanliga potensserier, som hafva en terminus-generalis. I det anförda 
exemplet lyder t. ex. terminus generalis: 


begagna sig af en RS i 2n dimensioner, då det gäller att EN konv 


EAS 
Jar int 2 


= 0 eller &, samt att den eger 5 egenskaper, som ofvan n uppgats, ÄT en « så 3 KR 
sak, att bör derför här ej behöfver anföras. IS 

I alla de fall, då konvergensradien ej är noll eller äDULe kan kriteriet 5 
naturligen äfven ersättas med: 5 as 


lim | An | (ar)" = 0 AG RCS 227 AR 
lin | AÅ (BEST I FL 


då «a <1 och B>1 äro på förhand uppgifna positiva qvantiteter, RN samma 5: 
striktion som ofvan göres om tecknet "lim". Vi komma i det följande i allmänhet 
att använda kriteriet i denna form. Många andra former finnas äfven, t. ex. den af 
Cauchy använda: ; 


REV 0 
M, ”f. 


satser enola ren i åskådning, såsom t. ex. följande: ; 
En potensseries konvergensområde utgör alltid ett enda kontinuum, 
eller 
Två eller flere potensseriers gemensamma RR eg utgör alltid. ett. 
enda kontinuum m. i. | Sr 
De satser som beröra analytisk fortsättning och ombildning torde måhända 
t. o. m. varit omöjliga att finna utan denna geometriska bild. 2 
Detta gör det önskligt, att äfven då EE är om n potensserier af Here vari 


gensområdet för en potensserie af n variabler. 


inom den n-dimensionala geometrin, innan vi kunna SIS till vårt egentliga äm 
konvergensområdet för potensserier af flere variabler. ; 


9 


Satser ur geometrin i n dimensioner. 


Ett område i n dimensioner kunna vt definiera såsom en rymd (värdemängd), 
i hvilken hvarje ställe (punkt, värde) är bestämdt genom n af hvarandra oberoende 
variabler (koordinater). 

En sådan rymd skulle vi naturligtvis kunna tänka oss på oändligt många 
olika sätt, lydande olika geometriska lagar, men då frågan är om afbildning af ett 
konvergensområde, så finnes intet skäl att icke låta den n-dimensionala rymden vara 
fullkomligt Euklideisk, hvilket ju alltid är en möjlighet att tänka sig en sådan”). 
Vi anse således, att i hvarje två- eller tredimensional plan rymd ””") som utgör del 
af den »n-dimensionala, gälla alla Euklides satser, äfven de som stödja sig på parallel- 
axiomet, och i följd häraf äfven den analytiska geometrins. 

Vi komma att i det följande blott behöfva några få och i allmänhet sjelf- 
klara satser ur den n-dimensionala geometrin, och vilja här anföra dessa. Rymdens 
koordinater kallas x,..-An. 

En förstagradseqvation mellan x,...zx», betyder en plan (n — 1)-dimensional 
rymd, ett system af två dylika betyder en plan (n — 2)-dimensional rymd, och i all- 
mänhet betyder ett system af» förstagradseqvationer mellan den n-dimensionala plana 
rymdens koordinater en (n — r)-dimensional plan rymd, och ett system af n dylika en 
punkt (= 0-dimensional rymd). Att dessa-rymder äro plana innebär att äfven dessa 
äro Euklideiska. Detta blir deremot icke fallet med de rymder som bestämmas af 
högregradseqvationer: 1 den plana (Euklideiska) tredimensionala rymden är en sferisk 
yta t. ex. ej längre en Euklideisk tvådimensional rymd: dess räta linier skära hvar- 
andra ej blott i en punkt o. s. v. 

I den »n-dimensionala plana rymden hafva en p-dimensional och en y-dimen- 
sional plan rymd i allmänhet och minst en (pm + v— n)-dimensional plan rymd ge- 
mensam. De kunna icke hafva två (vu + v— n)-dimensionala rymder gemensamma, 
utan att åtminstone hafva en (w + vy —» + 1)-dimensional dylik gemensam. Om ut- 
trycket (uu + v—n) är negativt, så utvisar detta, att rymderna i allmänhet hafva 


intet gemensamt, hvilket väl bör skiljas från att de hafva en noll-dimensional rymd 


(= en punkt) gemensam. 


") Se KILLING. Die nicht-Euklidischen Raäumformen. Leipzig 1885. Passim och i snht sidd. 
€4—69. fet 
"") Uttrycket anticiperas. Förklaras längre fram. 


- ofta nyttigt att hafva något medel att försinliga den, och vi skola derför angifva 


Det rätvinkliga koordinatsystemet i den n-dimensionala plana rymden består År 
af n mot hvarandra vinkelräta räta linier (= ett-dimensionala plana rymder), genom ; 
hvilka naturligen kunna läggas n stycken (n — 1)-dimensionala koordinatplan (= plana 
rymder), hvilka tydligen dela rymden i 2” stycken (analoga med qvadranter). et 

Med afståndet mellan tvenne punkter (x, ... cn) och (£'4, ... Cn) förstås ut- vt 
trycket : 

| (20) TRA ZE 


Med en sfer i n dimensioner förstås den del af den »n-dimensionala rymden, 
som inneslutes inom den (n — 1)-dimensionala rymd, som utgör Jocus för alla punkter 
som hafva samma afstånd från en viss. Detta locus kallar jag en sferisk yta apor 
n—1 dimensioner. Om i allmänhet en rymd tänkes såsom begränsning till en rymd - 
af större antal dimensioner, så kallar jag den en v yta, och om ytan är en plan rymd, 
så kallas. den ett plan. 

Eqvationen för en sferisk yta 1 rätvinkliga köofdinater är då otavläse 


(2, — AD Foss + (än — Ah)? ="? 


'Tvenne punkter. (24--- 0, OCh Ho 4 Ae tillhörande en viss värdemängd ; 
(t. ex. den punktmängd, för hvilken en serie konvergerar) sägas ligga inom samma 
kontinuum, om man kan finna ett ändligt antal sferer i n dimensioner S$,, Sy... Sj, 


sådana att (x,... na) ligger inom den första och (x', ... 2.) inom den sista samt 2 
hvarje följandes ISIR inom den föregående, utan att dock någon sfer inne- en 
fattar någon punkt som ej tillhör den gifna värdemängden. j SAR 


En punktmängd säges bilda ett enda kontinuum i n dimensioner, om den 
endast innefattar: a) punkter som ligga inom samma kontinuum (i n dimensioner) 
och b) alla, några eller ingen af gränspunkterna till dessa. (Ordet gränspunkt an- 
vändt enligt Cantors terminologi, d. v. s. de punkter i hvilkas omedelbara närhet - : 
ligger oändligt många värdemanoden tillhörande punkter) ”). Sd 

En punktmängd bildar r skilda kontinua, om den kan sönderdelas i r punkt- 
mängder, som hvar för sig bildar ett enda kontinuum, men af hvilka aldrig rn 
sammanslagna bilda ett kontinuum. DS 

Ehuru man genom dessa satser kan få en jemförelsevis tydlig åskådning af 
den n-dimensionala rymden och kan föra dess egenskaper i bevis, så är det doc 


tvenne enkla sådana, som skola vara oss till stor nytta. Vi beteckna dem sedermera 
med "sättet A)" och "sättet B)" att tänka sig den n-dimensionala rymden: = 

AA) Om man tänker sig n räta linier och ett origo på hvar och en af' dem, 
så kunna ju dessa räta linier betyda de olika dimensionerna, så att ett ställe i » 
dimensioner (Zx,... Zz.) utmärkes genom ett system af punkter, en på hvar och en 
af linierna. En rät linie parallel med t. ex. axeln X, utmärkes 1 detta system genon 
en punkt på hvar och en af axlarna A sla Ayn fy AY rl «a Ang SAML Held AX LX. Ett 


KK 


") Denna definition är uppstäld i anslutning till WEIERSTRASS, men i motsats mot ÖANTOR: 
han skulle kalla sådana kontinua dels kontinua, dels semikontinua. 


-— 4v 
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y-dimensionalt plan, parallelt med det som lägges genom axlarna Xu,...Xouy, ut- 
tryckes genom hela dessa axlar samt en punkt på hvar och en af de öfriga. Den 
räta linien 

LIDER in 
uttryckes genom 2» punkter, en på hvarje axel, hvilka röra sig så, att de alltid äro på 
lika afstånd från sina resp. origines, således så, att den brutna linie som sammanbinder 
dem förblir parallel med sig sjelf och med den som sammanbinder origines o. sg. v. 

Denna metod är emellertid för vårt nuvarande ändamål af mindre betydelse 
än sättet 

PB), hvilket dock endast kan användas, om variablernas antal är jemt (= 2n): 
TID, Yan ln, Ya. Man antar då n stycken plan och uttrycker två variabler 
genom x- och y-koordinaten i hvarje plan. 

En punkt uttryckes då naturligen fortfarande genom en punkt i hvarje plan, 
men fördelen vid denna metod är, att man kan tänka sig långt flere figurer utan att 
tänka sig rörliga punkter. Så t. ex. finner man lätt, att hvarje n-dimensional rymd, 
hvars eqvationer hafva formen: 


1273 y,) = 0 
fi(034 Y) = 0 
folöns AG 


kan uttryckas genom en linie i hvartdera planet. Om vi blott hafva r dylika eqva- 
tioner, så är gifven en (2n -- r)-dimensional rymd, som framställes genom linier i de r 
planen och hela de öfriga n — r planen o. s. Vv. 

Tydligen skulle vi äfven kunna använda många andra, med dessa analoga 
metoder, men dessa torde vara de för vårt närvarande ändamål beqvämaste. 


IL. 
Om potensseriers konvergens och divergens i allmänhet. 


Med en potensserie af de tre variablerna x, y, 2 förstå vi summan 


Då Ayyy Mylo 
N, Wo V 
ordnad på följande sätt: 


A000 + 
ot Aio0k + Aorwoy + Aom2 + 
or Aso? + Avvoxy + Axe + Aooy? + Aovyg + Aöoa2? + 


+ Asooc?. + Anky + Asorx?2 + + Amxyg + Awoxy? + Aozsoy? + Aony”? + 
I Hop 35 Vela 


280 


vw 


och: analogt förstår man med 


HA Ze. AS FER oe TN BR SR 

eller kortare E 5 2 TVR 
$ På eta La SR : É ; : A R - 14 Z : 
Denna serie säges konvergera, om den närmar sig ett enda, fullt best 
gränsvärde, då A,...m eller några af dem huru som helst gå mot oändlighet 
Lätt hövs nu följande med serier af en variabel A0al0gg Sats 

Om : SER 


PE | SÄ 
konvergerar för ett visst värdesystem VÄ ; 


KAR en - 


om icke för alla kombinationer X,...M | : RA 


es BIR fn RA e 
vore mindre än något på förhand uppgifbart tal w. Men om då a, Ä On äro 
tiva. tall < Li tsätar a TRE SAT ARR 


J2ty SKER pd sic > (An fo <waM, ; SR ; 
och således > ; SRV B 


positiva termer. a 
Lätt inses, att om a några all talens pr. s Pn VOTBE:= Öspea SA otal 
blott de Re mitkkas men FÖR bibehållas vid sitt värde, 3 då kan man j 


: | | FR EDA svg / 
hvarest A,, är = 0 för ll SE 2 MR Jr a PR 
jg SÄr STAS Fa sängen RA FE Sö 


konvergerar tydligen för stället | | ; Sr | 
äv å ” fr 1 | ; : Syr Re 5 of 
y= 18 


+ 


BEE 


men konvergerar ej för stället i ; 
AGS ; (a 
s ly="a 
Den nyss bevisade satsens omvändning fås omedelbart ur densamma och lyder: 
Om en potensserie divergerar i en viss punkt, så divergerar den äfven i hvarje 
punkt, som fås genom att öka alla variablernas absoluta belopp. 
Likaledes sjelfklar är följande sats: 
Om en potensserie är absolut konvergent (resp. divergent), så förblir den 


så, om en eller flere af dess variabler minskas (resp. ökas) till sitt absoluta belopp.. 


Väl 1 besittning af dessa satser, kunna vi nu ingå på den frågan, huruvida 
en potensseries konvergensområde bildar ett enda kontimuum eller ej, och börja derför 
med en definition af konvergensområde. 

Med en potensseries 

P (CSR) 


konvergensområde förstås den i 2n dimensioner utsträckta värdemängd, som utgör 
sammanfattningen af alla de ställen, der serien absolut konvergerar. 

Tydligt är, att om vi i denna definition ströke ordet "absolut", så finge vi 
alldeles samma punktmängd jemte några fler af dess gränspunkter än dem som nu 
deri ingå, såsom tydligt är ur de föregående satserna. En potensserie-af flere varia- 
bler kan således, lika litet som en dylik af blott en, konvergera 1 någon punkt utom 
sitt konvergensområde, d. v. s. 1 hvars omedelbara närhet det ej finnes punkter för 
hvilka dem absolut konvergerar. . 

För att nu lösa den ofvan uppstälda frågan, anmärka vi först, att man nöd- 
vändigt på grund af de nyss bevisade satserna måste kunna öfvergå genom ett ändligt 
antal sferer från hvarje punkt inom konvergensområdet (d. v. s. från hvarje punkt 
i hvars omedelbara närhet endast ligger punkter för hvilka serien absolut konvergerar) 
till punkten = 

S (20 OR OA 

hvadan alla dessa punkter nödvändigt tillhöra ett enda kontinuum (se ofvan). Frågan 
> blir således: utgöres konvergensområdet blott af punkter som ligga inom detsamma, 
äfvensom vissa af denna punktmängds gränspunkter, eller kan serien äfven vara 
absolut konvergent i andra punkter? 

- Att det senare bör kunna vara förhållandet, kan man lätt inse genom akt- 

gifvande på den sats, som belyses af exemplet på föregående sida; och att så äfven 
stundom inträffar, inses lätt genom följande exempel: Serien 


2 Ayn e'yt, 


Ts NA men för”öfrigt i dj, = 1 


ar Böpäteckecn RS och Ala konvergent för t. ex. punkten (x = 0, y = 3). 
Denna punkt ligger tydligen ej inom konvergensområdet, ty den kan ej SET 


hvarest | 


går t. ex. termen 


AA, xy" 


mot oändligheten för växande p. Nämda ställe utgör ej heller en gränspunkt (fort- = 
farande enligt Cantors definition) till den punktmängd som ligger inom konvergens- 
området, ty i dess närhet ligger ej en enda dylik. Man kan påtagligen ej heller = 
komma från densamma till punkten (0...0) genom en serie sferer i 2n dimensioner, 
ty redan den första af dessa blir omöjlig att upprita inom konvergensområdet. | 
Svaret på vår uppstälda fråga blir således en sats, som, såvidt jag vet, hittils 
aldrig blifvit uppmärksammad, nämligen: RS 
Konvergensområdet för en potensserie af n variabler utgör generelt taget ett 
enda kontinuum i 2n dimensioner med derifrån utgående utsprång i färre, men alltid 
ett jemt antal dimensioner. Dessa dimensioner äro de gränsplan,i rymden, som upp = 
komma genom att sätta en eller flere af variablernas både reela och imaginära del 
lika med noll. Att inga andra snarlika utsprång äro tänkbara är tydligt, ty så snarb 
alla variablernas absoluta belopp äro möjliga att minska, så gälla alla de föregående Sd 
satserna. FI 
Tydligt är äfven, att hvart och ett af dessa nyss nämda utsprång Gillsarojia 6 
med den yta af konvergenskontinuet som tillhör samma rymd bildar ett kontinuum 
i sin rymd. Dessa utsprång kunna dock Hatar sjelfva hafva utsprång i än I 
dimensioner 0. s. vy. 
När vi derför hädanefter tala om konvergenskontinuet, så förstå vi dermed 
det kontinuum, som utgöres af alla de punkter som ligga inom konvergensområdet S 
i 2n dimensioner. 2 
I sammankang härmed kan nämnas, att när en potensserie af n variabler, 
såsom ju alltid är möjligt, betraktas såsom en sådan af n + m dylika, så kommer 
dess konvergensområde tydligen alltid att te sig cylindriskt i 2m dimensioner”), enär 
värdena på de m senare variablerna icke kunna influera på konvergensen: Uttryckt 
medels sättet B) betyder detta, att alltid » hela plan komma att ingå i konvergens- 
områdets afbildning i detta system. 
Betraktelsen af serier af » variabler såsom sådana af » + m dylika måst 
naturligen alltid förekomma t. ex. vid summering af serier med olika antal variable 


vi längre fram se, att hvarje konvergensområde har cylindriska snitt. 


IIT. 


Om den konvergensområdet begränsande ytan. 


På grund af de nyss uttalade satserna kunna vi lätt inse, att formen af ett 
konvergensområde i 27 dimensioner lätt kan härledas, då man känner det område i 
2 dimensioner, som bildas af variablernas absoluta belopp. Konvergensområdets 
begränsning i den 27n-dimensionala rymden har ju nämligen alltid utseendet: 


Fp)” ria Ha SER AS 5 säs BR AE EE) = 0, 
om vi sätta | 
Ly Sc Py 2 Qy?t. 


Vi kunna således genom att på n axlar afsätta blott variablernas absoluta 
belopp bilda en till » dimensioner reducerad form af konvergensområdet. Det är 
påtagligt, att detta sätt bör vara af högsta vigt, synnerligen när »n är = 2 eller 3, 
men det är alltid af vigt att ihågkomma, att ett så afbildadt konvergensområde blott 
är en symbol för ett annat i dubbelt så många dimensioner. Vi kalla ett på så sätt 
uttryckt konvergensområde för ett konvergensområde i reducerad form. Iden "redu- 
cerade formen” är således konvergensområdet för en potensserie af en variabel blott 
en rät linie, begränsad af en punkt (och origo); för en potensserie af två variabler 
ett stycke af planet, begränsadt af en kurva (och axlarne); för tre variabler ett stycke 
af den 3-dimensionala rymden, begränsadt af en yta (samt koordinatplanen) o. s. v. 

En punkt (a, ...an») 1 en sådan n-dimensional rymd tillhörande konvergens- 
områdets reducerade form föreställer således i det verkliga 2n-dimensionala konver- 
gensområdet en n-dimensional yta, uttryckt genom de n» eqvationerna 


En sådan yta komma vi att benämna en "”n-dimensional cylindersfer” i den 
2n-dimensionala rymden. En cylindersfer i det tvådimensionala plana rummet blir 
således en cirkellinie o. sg. v. 

När vi således nu gå att undersöka konvergensområdets begränsning, så be- 
höfva vi omedelbart blott tänka oss denna 1 den reducerade formen, och sedan veta 
vi, att vi blott hafva att ersätta hvarje punkt med en cylindersfer. Vi kunna äfven 
saklöst ersätta alla koefficienter i serien med deras absoluta belopp. 

Om vi göra detta, så inses sedan utan svårighet följande sats, på hvilken vi 
sedan skola bygga hela vårt resonnemang om konvergensområdets begränsning: 

2 


VN 


koefficienter klyffas så att flere termer få samma SAR af vakabler så ER 

kommer en serie med samma konvergensområde som den förra; blott rä 

kunna tillhöra det ena men ej det andra konvergensområdet. 
Satsen är tydlig, ty-om ingen term 


som antingen tillhör konvergensområdet eller utgör en gränspunkt till detsamma 
men om någon term växer öfver alla gränser, så äro vi antingen på gränsen eller 
utom området, och detta alldeles oberoende af termernas ordning. . 

Af denna sats komma vi egentligen att begagna oss för att kunna skrifva 
potensserien under formen: | | | : EN 


Pe ss eV VR TR RIE DN [255 er lycd Byt Rn) TN Pi ss By Lyle BTG 
E ; > 


hvarigenom den således kan fattas såsom en potensserie af den enda variabeln x,. 
men hvars koefficienter äro beroende af 2xi...xy iXyt+i...Zxa Denna serie har då 
EES äfven en bestämd konvergensradie, som äfven blir en funktion af varia- FR 
blerna Xi... ZyaLy41-. «Ca, OCh som Vi derför beteckna med 


r 


LC «cs CY LYtlsc 0 CR y 


Det är denna funktion som egentligen behöfver undersökas, by vi veta. ju, a 
att om vi 1 potensserien 5 5 ÖN EN, - 


P (CANE 
insätta värdet 


Pr 
4 0» Lyl XLy+1. na 


Atlaret detta värde, så snart någon af serierna 


; SR ARR 


fallet, en punkt i de ofvan omtalade utsprången från konvergenskontinuet.. Vi ur 
- | ; EE (s 


PE [re 


dantaga derför från våra undersökningar den möjligheten att 7 blir = 0 och äfven 
de utsprång som kunna fås genom att någon af xi...Zy—1Zy+ri-... a är = 0; och 
vilja då bevisa följande 
Sats: 
r 


Li. se Ly] Lytle»» LAR 
är en kontinuerlig funktion af variablerna 
X1 so Ly—1 Ly +1l sie Cn: 


För beviset kunna vi ju, efter hvad vi ofvan sett, antaga, att seriens koeffi- 
cienter äro ersatta med sina absoluta belopp. Vi göra derför detta antagande, och 
börja med att bevisa satsen för serier af blott två variabler x och y, hvarest vi 
hafva en beqväm åskådning af konvergensområdets reducerade form. 

Låt serien vara: 


PoE RR ALiIG et 


Vi vilja då bevisa, att r, är en kontinuerlig funktion af x (naturligen behöfva vi 
blott låta x antaga reela, positiva värden). 
Lätt inses först, att rr” aldrig kan växa er 
med växande zx, utan antingen måste aftaga eller >” 
vara konstant. Den enda diskontinuitet som då 
kan ifrågakomma blir då en sådan som 1 när- 
stående figur, att rr, har olika gränsvärden, då x 
från de båda olika sidorna närmar sig till ett 
visst värde b. TI så fall måste tydligen det gräns- 
värde vara större, som uppkommer då x aftager 
INOT-0, Ar Vind: 
Te V VN ör0r 


Sätt då 


Paso ROCK Pp PA 


o o Så NR ; 
så är således PER I 


p21. 
Vi vilja nu uppvisa en orimlighet af att p>1 och sedan deraf sluta att p = 1, eller 
funktionen kontinuerlig (f,+o = Yo 1 hvarje punkt). 
Om nämligen p vore > 1, så antag ett värde x > b och ett värde px =b — = 
(såsom i fig.), hvadan således 
ES SR ERE SS od Mk il är MARG 
Antag vidare att 
EEE NE RO CIA pa = [SR a GA MA nga 1 sa RES en NE (2 
hvadan 
GESTER SNES rs do AS 


SS SEN Då påstås, att jag alltid kan finna ft CM större. än vå oc ch ober 
(eller 2), sådant att $ 


| RA a, Se | ; | 
FR hvilket ju tydligen är orimligt, då ju e kan vara förut valdt. så litet a at 


PE 0R 
Bevis: 


vergensradiens på sidd. 1—2 Så Filma egenskaper, att man för NE Lat kan. 
ett m sådant, att för alla » >m i FIRAR 


; ES arya PoE lar Er EE AN 
S och ; SE : i 
(a. ppi Pra PER SEE SRA RRAT o 


Vi välja då det hn: som skall Er så att det först och främst uppfrn 
båda vilkoren: 


1 ? SA 


= log5logp 
; gä och NESSER "ES Fr 


hvilka ju icke innebära någon orimlighet. ÄRA AS é AS 


få Då är det ju alltid möjligt att finna något 
SÅ i & PB, > il ; a 
sådant att äfven a Fo SR 
S log p 
log q < log fe. -) Be 3 é SEN 


ES hvaraf (då log 8 > 0) 
j . : Å 1 5 é s 
—logB 108 4 > — log [b,: +)" 108, 
men då måste det äfven alltid kunna finnas ett = - 
| sådant att | 
| h. 


— log B log FS löra löp SE . , se »£ 
hvaraf genom tillägg af samma termer på badå a RR 
— = dä 


logoslog 4 — log logg —log' logg >1logalogp + 1085 1084-1085; logp log: ln 


SS eller ; | | 
2: ; ; 108 gi. log a — log" [>logpa. nå 
3 Rd 3 
FAST 


BE 


= så klogpa <nloga— nlog BP Se 


JR PTS EN 


Er (pp or <a + (BY på ER RS 0 SEESRATS 


FE : loga log; Rd ; ER 


äfv n (då ju log9 > 0) 


BR SRA 5 ee SR S 
ENE EES TSG 

| a 
(8 IA SN 4 | : | 
5; - (a ST. | 


= SR SS vd <8an <a + RERNESTT RE ERA 


PS 


Om då båda membra af olikheten (10) multipliceras med rat da Ane 


MS 


+ 


ten för | te potensen 1 serien Et n(x) och summeras s från eg 0 till vp = 2, så 
(5 ; )P Ro < (or) Ba (2) + (apr) Pc pa), 


var uppgifvet. | 
Vi hafva således fått DR 


(6.5) P, R a 


det vill säga, att om 4 uppfyller de angifna vilkoren (6), = RN 


NE Yi = => SE = 0 (se figuren!) 
Men om, för ett visst värde på e, 8 har värdet B', så blir AR alla. mindre 
(se figuren!) : | | > 
PER (ERP 


under det att alltid (enär px < b) É VA 


SS Ronslaniög.d ASEA 
Pb Az 


Således är, hur litet e än blir, 


o log - log p log plog ; 


ÖS SITER Tog BON SR : 


hvaraf följer, att hur liten 2 än ER d. v. 8. hur nära b än px må vara, så 1 


AT 
log plog 7 


och (13) den minsta af qvantiterna 


x 


1087, 
? och e NA logB”, s 
och dock alltid få ERT 
| | RR a : TRES 
såsom 1 (11). PR Seg SA IERNE 
Jemföres detta åter med SKER LE så Ses omedelbart, att 
PE 


a 0 


eller FurktoRen rr kontinuerlig. 


att vi ej bolag o8SS på något af konvergenskontinuets utsprång. 
MM 


EE AT fa 


Ur denna sats följer äfven, att 7. ej under någon del af sitt område kan 
vara konstant, annat än möjligen vid sitt högsta möjliga värde, ty genom att låta 
x- och y-axlarna i fig. 1 byta plats inses, 
att om , vore konstant vid något annat Fig. 2: 
värde än sitt högsta möjliga, så skulle , y 
vara diskontinuerligt utan att springa till 
värdet noll. 

Att deremot r, kan diskontinuerligt 
springa till värdet noll äfvensom vara kon- 
stant vid sitt högsta möjliga värde, imses 

| lätt af exemplet: 


da at FR Ry 


hvars konvergensområde i reducerad form 
är afbildadt i fig. 3. 
Sedan nu satsen ofvan är bevisad för 


två variabler, vilja vi genom ett slut från Ty 
n till n + 1 bevisa den allmänna satsen, att 

Om vi hafva en potensserie af n variabler 

Bö sets La), 
så är Pig. 3, 
Pares naA Ty 
en kontinuerlig funktion af 
LA ss NL 4 

såvida den ej springer till noll, eller vi öfvergå till 
något af konvergenskontinuets utsprång. 

Bevis: 7 

Talet sc är på förhand uppgifvet hur litet 
som helst. Om då satsen antages bevisad för två 
variabler, så kan jag, om Z,...z», äro bestämda 
värden, finna ett d,, sådant, att för alla |e,| 8, d x 

<< 
| rs . XN—1 (xa + en) RY ra, «ec « CN—1LCNR | - Sl4 CR SA , SSV - ö (ah 
hvaraf 
Fv i 
- Ira, «ve CAN—1 (xn + Ön) ra, se XA—1 (Ca EV Ön) | < Slo 3 2 > ÅR Ta (2). 


Men enär satsen äfven antages bevisad för n variabler, så kan jag äfven finna 
8, -. 8,1 sådana, att för Je, |< 8; +. .feni] <Söna såväl 


A NIE 
16 Fo MSE Zz = SR: AA 
> - Vv Nf rr KN SS 
SPY q Aron PE ASRLEN BES 
7 ö KAT Mn / M 
SC PA [Sr 4 Fv 
os ARNE > KNDD 
S fine ARE FN 
: . K KL 
18: REN 
AS PR I és 
lr + vv 


ÅR + S Es RS F en1) (en — i En 23 sn (en 2 ön) fr 
som äfven | AM | | 
Rv SM | Ya + ec (ena + en (on Fö te (en + 20) 1< la 


i j Men af (2) och (3) följer, att afståndet från hvar oc en af paret: 


RN . SEN (ot een SES + en—1) (Xn — ön) och Y (a, +)... (en1 + en1) (en + 80 SE 


till hvar och en af paret 


jR > 4 s | 5; Paj ss: ena (en + dn) och Yay lida lön da) oe 

Är KAO: rg j 
Men då qvantiteten 

RR xn—1 (Cn + en) - 


nödvändigt ligger emellan paret (5); och qvantiteten 


I (ör köpes (Da tt One) KR dr BRN 


ligger emellan paret (4), så är tydligen 


Ira, ETT far äl AN (3 + en) Ce ra Å > Xn—1 (on + en) | S ?lao, d 
; ; hvaraf med hjelp af olikheten (1) inses att Ed 


| Fia dre gl (en Fen AFTER Nr RENEE 
så snart blott j | 
IC Se an SS Öp—1 Jen | Er, 


(Se der qvantiteterna 3,...3, 1, ön äro oberoende af hvarandra. 
; Satsen är således generelt bevisad. - : 
När vi således uppvisat kontinuitet hos ftktonen 


€ 


sr TRE Nöjer LV Das NR 


2 


så  uppställer sig naturligtvis äfven frågan, om denna funktion äfven har en 
och om denna är entydig och kontinuerlig. = 
Att en entydig derivata icke alltid existerar i hvarjo punkt, kan lätt 

genom följande exempel: | ; 
NT Om vi hafva serien: ; ; 


INA 14 ay ye + x'y? Rd VG SS (ER 


Ex SS ; men icke i någon punkt der endera lön bada äro > 1. 


dh en 


Dess konvergensområde i reducerad form är således begränsadt af stycken af 
de tvenne kurvorna 


BYTAS Ye 1 


hvilka i punkten Fig. 4. 
v=y= 1 Y 

ej hafva gemensam tangent, då den ena tan- 

gentens vinkelkoefficient är = — 1, den an- 

dras = — 2. 


Dylika spetsar kunna naturligen fin- 
nas hur många som helst på kurvan, och det 
är ingalunda säkert, att den har en bestämd 
tangent i någon punkt. Vi skola sedermera 
bevisa en sats, hvarigenom det blir möjligt 
att konstruera konvergensområden med de mest 
egendomliga begränsningar, blott alltid under- 
kastade de vilkor, som bestämmas ur före- 
gående sats. 


Sammanfatta vi således de satser, vi 
funnit angående konvergensområdets form, så 
finna vi, att det består af: 

1) Ett kontinuum i 2n dimensioner, begränsadt af en kontinuerlig yta i 
2n —1 dimensioner, hvilken yta dock kan ega brytningar, men icke slingor eller 
dubbelpunkter, | 

2) Utsprång 1 färre än 2n, men alltid. ett jemt antal dimensioner, hvilka ut- 
språng sjelfva bilda kontinua, och lätt kunna visas ega samma egenskaper som huf- 
vudkontinuet, samt äfven sjelfva kunna hafva dylika utsprång i än färre dimensioner. 

Den ena eller andra af dessa båda delar kan naturligtvis saknas. 


kx 


IV: 


Om potensserier, hvilkas koefficienter uppkomma ur 
koefficienterna till andra potensserier. 


WeiErstRASS har i sina föreläsningar öfver funktioner af flere variabler gifvit 
åtskilliga regler för konvergensen hos dylika serier, t. ex. hos dem som uppkomma 
genom addition af ett ändligt eller oändligt antal potensserier; och många andra 
dylika satser kunna äfven fås fram genom generalisationer ur teorin för serier af 


en variabel. 
3 


ER RR SN NEG 
j KRA VS Tag 
SC h ke CE SN 
ARA 
fr - 
i eg 
nd f N 
£ AA 
- F 
Y ” 
SER ; 


Men då dessa satser 1 allmänhet blott Besfärinid ett område, 1 inom : 
den nya serien minst konvergerar"), och derför ej berör vårt egentliga ämne, kon 
vergensområdets form, så anföra vi här af dem blott en enda, mycket enkel sats Vd 
hyaraf vi sedan göra bruk, nämligen: AH cl 


Om två potensserier 
PÅ ROCK Pie RDR 


adderas (eller subtraheras) term för term, så har den så IE potensserien 
minst samma konvergensområde som de båda föregåendes gemensamma. i 


Beviset för denna sats torde ej behöfva utföras. Lika klart är äfven, att 
om vi inskränka oss till potensserier af en variabel 


Poe 


så kan den nya potensserien Bö. som uppkommer genom deras addition term fö 
term, ej hafva annat konvergensområde, än det gemensamma, såvida ej serierna old 
iden sk samma konvergensområde. > z 


Fig. 5. 


Ty låt På konvergera längre än -> 


”M 


så vore e förhållandet detsamma med serien 
PP, 


eller Pp” hvilket strider mot antagandet. 


18 


Denna sats har jag i "Tidsskrift for Matematik" 
1885 (Från Fys. -Matem. Föreningen i Upsala. IIT) generaliserat för potensserier af. se 
flere variabler på följande sätt: 


deles förbisett eller icke bekymrat sig om att söka bestämma det verkliga området för seriens ko 
gens, och” kalla t. o. m. stundom för konvergensområde det, som blott är en godtyckligt utta 
del deraf. Så t.ex. gifver M. DAUTHEVILLE (Thöses présentées å la faculté des sciences. JFtude . sur dl 
séries entidres par rapport å plusieurs variables imaginaires indépendentes. Paris 1885, sid. 83) följa id 
definition : pre ä + JE 

<Supposons que, pour le point a (enligt vår terminologi a, ...an), les modules des te 
dune série entiere soient tous finis. Sur le plan de chaque variable décrivons un cercle ayant 
pour centre; et passant au point correspondant a;. Nous avons ainsi une aire 4, telle que pour. c 
de ses points la série est RR önvet söner ainsi que la série des mödules. Nous nommerons 
tellé aire un cercle de convergence." ES å / 


Ag; 2 
Om vi hafva två potensserier 
i (Pra: ock TENN: 
och den genom deras termvisa addition uppkommande kallas 
P (IE a 
så är det enligt föregående resonnemang klart, att inom konvergensområdet för 
P kan ej ligga någon punkt som tillhör det ena, men ej det andra af konvergens- 


områdena för P och IK Frågan är således blott, när det är möjligt, att inom 


1 


konvergensområdet för j kan ligga punkter, som hvarken tillhöra området för f 


eller p. 
Vi veta då, att om inom en potensseries konvergensområde ligger ett visst 
ställe 
(DISA TR) 
så tillhöra äfven alla punkter 
(CEN) 
detsamma, om 
[EI <a le I Elle 


Om jag således framställer konvergensområdena i deras reducerade form, och från 
en viss punkt 


(ESV ERS EN) 


drager till koordinatplanen räta linier parallela med de » axlarna, så måste, om 
(Zz, .-.- 2») tillhör en viss potensseries konvergensområde, äfven alla punkter i den så 
uppkommande »n-dimensionala solida vinkeln tillhöra detsamma. Om således punkten 


(OR) 


tillhör konvergensområdet för 13 , men hvarken för jr eller ik + Så måste alla räta 


linier som från 


(2. IxD 


dragas till koordinatplanen inom denna vinkel, antingen träffa båda konvergensom- 
rådenas begränsning samtidigt, eller ej träffa dem alls. Men nödvändiga och till- 
räckliga vilkoret för möjligheten häraf är uppenbarligen, att konvergensområdena, 
framstälda i reducerad form, hafva gemensamt ett stycke af gränsen, utsträckt i lika 
många dimensioner som gränsen sjelf (d. v. s. n— 1). Lätt inses då, att detta vil- 
kor äfven bibehålles oförändradt, om man talar om de verkliga konvergensområdena 
i stället för desamma i reducerad form. 


att samma formel är giltig för serier af en eller. flere variabler: 


hvars konver- behöfs ge- 


Ez 3 S A af cylinder- 
för serier med | gensområde | med Stäng af! mensamma som i verk- | y : 


tillsammans. 


variabler till | eger dimen- | dimensioner | dimensioner i| ligheten be-- RE 
antalet: sioner till till antal: reducerad tyda en serie : 
; Ed till antal: 
antal: form till antal: 5 
1 2 i 0 0-faldig 1 
2 4 3 1 enkel 2 
3 6 3 2 dubbel 3 
: 4 8 7 3 3-dubbel 4 
n 2n 2n —1 a —1 n—1)-faldig] = nn? 

Man kan då fråga, om det verkligen är möjligt, att tvenne potensserie 
kunna hafva stycken af sina konvergensområdens gränser — utsträckta i lika många 
dimensioner som gränserna sjelfva — gemensamma, utan att dessa områden eller. åt- 
minstone deras konvergenskontinua helt och hållet sammanfalla. = 2 


Att detta för potensserier af fere variabler, i motsats mot sådana af 
en, verkligen är möjligt, inses lättast genom ett exempel: RR : 
Seriens: : | - 


Ita + ay + 3 na + oy tta typen 


konvergensområde i reducerad form utgör det i figuren vertikalt streckade område 
seriens fd EA 


talt streckade. De hafva således ett styc e 
af hyperbeln | ANS 

oy == =E | 
till gemensam gräns. = Adderan seriern 
term för term, så fås åter serien: = 


y YE TS 

EE stöta SR tä EL 
hvars konvergensområde 1 reducera | 
utgöres af hela den qvadrat, hvars ena h n 
är origo, och sida. = 2 längdenheter. Fr 
Lätt inses, huru fruktbar denna sa 

är, då det gäller att bilda Potenyse 


ET 
TÖS be 
RA RE 
> 3 EE VERA ? 
Å - | KANE 
i 4 AR a 
+ Ä 
a t re TRA MYT 
vv 5 PR AR - ir Ra 
: a a 
é Xx -E 54 
JR SAO (SN $ö N 
av NE LNECE i ola 


det egendomliga MES ERS sid. 17 fig: 40 
— Ofyvanstående sats är, såvidt jag vet, den enda hithörande af någon  generalitet Se SÅ 
blifvit framstäld; och i allmänhet gäller det, att om man vill generalisera de 2Å RANA 
r som gälla för potensserier af en variabel, så måste de inskränkas så, att de AE 
a blifva temligen värdelösa. Blott såsom exempel på en dylik generalisation vill KRT RE 


Up 


sS 
ofta 2 
jag anföra följande: | "RENT 


Si rad; W. VS Jensen ihar a Tidsskrift. för: natematik"- framstälb: en sats, som 
efter jr (oeporliga af honom sjelf och mig föreragaa ändringar NUET I RR 
; Om potensserien re 


en konvergensradie, som minst är = rp, och som har detta värde, om såväl 
Ås S 5 lat som IB; 
blott VE ett enda limesvärde hvardera för växande . 
Beviset är ytterst enkelt, ty vi veta ju att 
RES RAR lim|A, | (ar) =0 > 
NS VG lim|B, I (ut = 0, 


ET im |A, By I (22, EE 


då r ed, slim” förstås alla gränsvärden för växande p. Men ad, är ett positivt tal, 
Iket som Belar 1, hvaraf satsens förra del följer. Likaså bevisas den senare: 


lim [Ar RES = 
Fale, RR 


Rö er tim l 4, Bl GO = 0, 


ande förutsättning att blott ett "gränsvärde finnes. Men pp, är ett positivt tal, 


Lä 


EN som helst >1, hvadan satsen bevisad enligt konvergensradiens egenskaper 


bi jan ande sätt: 


Om konvergenskontinuet till potensserien 

PA IRS ÅS Ar ER TR 

är bestämdt genom vilkoret BR RRIAR 

ra, SER Zy—12v+1 RS fe ORO fr) fl AE ah bed Zn) h 

och konvergenskontinuet till serien NS es 
På 28 eder EA Bree a) A Å 

genom vilkoret SR i 


t ! ; SÄTRA ve KN . 
VY äjossäyläyr soc ön — (Bert By Lyta >> La) ih 


så är konvergenskontinuet till serien ; a SENSE 


SVAR sag ATK Byer otal ; 2 ; H 
minst så stort som det som bestämmes genom. vilkoret: | 


Pen SU BYE FNL NR VI ELSE AEA Ut vE kkstSEN SD 68 Ly1 Cy+1 . se Zn) a 


4 


och det har detta värde för det fall, att såväl qvantiteterna är 
Lr VS SIA ES RR 


BEER 


blott hafva varsitt bestämda gränsvärde, ett fall som dock är gans 
frågan är om fere variabler. ; SJR 
Beviset inses omedelbart. Vi hafva ER AMAGER sr 


som qvantiteterna 


Fes ; Kv=1 Ky Å Å 
lim fela le FÄR ND AA DIR TRE LOI dr 


5 ; STÖR EEE Sa 
lim] Aa l27 so AVI er rg RR NA (KT RES LG | 
hvaraf Cl : a RA FR 
s I ETS FE RS NYE RK rf ANV 
lim V|A), SN ANG rag z se Bret FY LONE [Vaa Vr I Å SE 0 


mma konvergenso 


så stora inskränkningar, när det gäller att föllkömligt bestä 
att deras betydelse blir obetydlig. : 


a 


fika Ira 


LE : 
PR AE AY äg ra IS NARE 


/ 


sats: 


MS RE 


V. 
Om två potensseriers gemensamma konvergensområde. 


Om de båda potensserierna äro utvecklade i samma punkt, så kan man alltid 
genom att ersätta koefficienterna med deras absoluta belopp och sedan addera serierna 
term för term erhålla en ny potensserie, som har till konvergensområde nätt och 
jemt de föregåendes gemensamma, såsom lätt inses. Ett sådant gemensamt konver- 
gensområde har således alla karaktärer som tillkomma ett konvergensområde för en 
potensserie i allmänhet, och derom är intet vidare att tillägga. 

Helt annorlunda ter sig emellertid saken, om de båda serierna äro utvecklade 
i två olika punkter af den 2n-dimensionala rymden. Vi veta då icke längre, att det 
gemensamma konvergensområdet har cylindrisk form 1 vissa dimensioner, lika litet 
som att det är cirkulärt vid fråga om en variabel. Vi skola äfven visa, att det icke 
alltid bildar ett enda kontinuum o. s. vV. 

Vid dessa undersökningar är det tyd- Sie 
ligt, att den reducerade formen för konver- 
gensområdena icke kan användas, emedan 
rymdens punkter i så fall skulle få olika 
betydelse för den ena och för den andra serien; 
men vi kunna dock skaffa oss något dermed 
jemförligt på följande sätt: 

Vi tänka oss konvergensområdet enligt 
ssättet BB)" och antaga att potensserierna äro 


Xxi-planet. 


Bra SöKgn dra da) OCH FAR SERA REG SAN 


Den »n-dimensionala rymd, som då utgöres af 


A PAT xo-planet. 
de räta linierna 


dT dar SRA 
beteckna vi med namnet "centralrymden”, och 
vi skola visa, att dess egenskaper i viss mon 
äro bestämmande för hela den 2n-dimensionala 
rymdens, i hvilken konvergensområdena äro 
uppritade. Vi bevisa derför först följande 


Om två potensserier 
Xn-planet. 


FE la, SGT soch Pre ER a Ve 


konvergera inom ett gemensamt område 1 2n 
dimensioner, och om man från ett ställe (p,-.-Pn) 
beläget i centralrymden kan genom en konti- 


LEN ANSSE Sd er 


nuerlig serie ställen komma till en annan punkt (q, .. qv förleder bolägaN centra 
rymden, utan att någonsin lemna seriernas gemensamma konvergensområde, så ka 
detta äfven ske genom att blott genomgå ställen som äro belägna i centralrymden. 

Ty om +t. ex. punkten (R,...R,) ligger inom seriernas gemensamma konve 
gensområde, så är detta äfven fallet med det ställe (r,.-..rn), som bildas af B, 


projektion på a,a',, BR, projektion på A,8', nns Ra? projektion på AnAn> emedan 

[7 OS] Ba, [och Jr a EIA (VLT me 

I stället för att således genomlöpa serien af ställen VE 

(BELE TRES (LB 

så kan man i dess ställe genomlöpa motsvarande serie af ställen å ON 
(rt) 

hvilka äro belägna i centralrymden. = « RNE 

Man kan således, utan att lemna det gemensamma konvergensområdet komma 


från (p,.--Ppa) bill-(4,..-. 9) utan att i c,-plahet lemna linien d, 0, 1 z,-planet 


linien a,a', ...1 Za-planet linien a,d's». Tydligt är äfven, att om alla p, och Z 


(v =1...n) ligga mellan a, och a',, så behöfver man icke ens lemna de delar at 


y 9 


linierna a, a',, som äro inneslutna af punkterna a, och a',, emedan man i st. fd : 


passera en af dessa punkter i något plan, alltid kan vända och gå lika långt: m 
satt riktning; vi behöfva således aldrig lemna den begränsade delen af centralrymd 
Häraf se vi nu lätt, att: JA ön 
Om vi bortse från konvergenskontinuas utsprång, så bida det gemensamma 
konvergensområdet för två potensserier lika många kontinua i 2n dimensioner, 
den del deraf, som tillkör centralrymden, bildar i n dimensioner. SANS 
Ty enligt beviset för föregående sats kan man ju från hvarje punkt gl 


SR till centralrymden och sedan röra sig 1 denna. 
Då nu centralrymden till två serier af n variabler blott har n dimension 

så kan man naturligtvis geometriskt afbilda den då » är 3, och = detta s 

kunna vi lätt inse, t. ex. att 2 3 
Det gemensamma konvergensområdet för två potensserier bien ej alltid : 

enda kontinuum, 

såsom man kan se af följande exempel: 
Om vi hafva två potensserier 


Ge, =1+ CY + Ly? är Ra 
och | | 


ie sla, Rs RR Så 


FRESK AN 


sional sådan. : : 


så konvergerar G om |zxy| <1 


och G, om |x—21].|]y— 2] <!/4. 

De delar af centralrymden som tillhöra konvergensområdena begränsas af 
hyperbler såsom vidstående figur utvisar. 

Det centralrymden tillhörande sena 
gemensamma konvergensområdet utgö- 
res” derför af de schatterade planstyc- 
kena, men då ju dessa icke bilda ett 
enda kontinuum i två dimensioner, så 
bildar ju ej heller det verkliga konver- 
gensområdet ett enda kontinuum i 4 
dimensioner. 

Det bör anmärkas, såsom först 
är gjordt af Hr. E. PHRAGMÉN”), att ett 
sådant förhållande kan inträffa äfven 
om de båda potensserierna äro olika 
utvecklingar af samma analytiska funk- 
tion. Om vi t. ex. utveckla funktionen 


1 
1— 2yle — 2) (y — 2) 


eller 


log Ul — xylx — 2) (ly — 2); 
1 punkterna 


C= FREE 

0 och Vs, 
så finnes 1 centralrymden gemensamma konvergensområden kring ställena 

fp AN) (Ra 

EE och ENG 
men att dessa båda punkter icke tillhöra samma kontinuum, inses lätt deraf att 
punkten 
cg = 

ye 


är ett singulärt ställe (och således ej ligger inom någondera konvergensområdet), på 
grund af det kriterium för kontinuitet hos konvergensområden, som jag gifvit i 
Öfversigt af vetenskapsak:s förhandl.” 1883 N:o 9, sid. 28. 

; För vidare egenskaper hos dessa gemensamma konvergensområden hänvisas 
äfven till nämda uppsats. 


”JAEDV: PHRAGMÉN, Om konvergensområdet hos potensserier af två variabler. (Vetenskapsak:s 
öfversigt 1883 N:o 10). 


OS 


VI. 


Om potensserier betraktade såsom funktionselement. a 


Hittills hafva vi blott betraktat potensserierna 1 och för sig och dervid ut- 
talat åtskilliga satser om deras konvergensområden; men då hvarje inom något om- 
råde konvergerande potensserie ju alltid äfven kan betraktas såsom ett element, 
hvarur genom fortsättningar och ombildningar uppväxer en analytisk funktion, och 
då ju nödvändigtvis denna funktions singulära ställen bestämma konvergensområdets 
begränsning, så är ju tydligt, dels att ur föregående satser åtskilliga slutsatser kunna 
dragas angående fördelningen af singulära ställen inom en analytisk funktions område, 
dels äfven, att om fördelningen af de singulära ställena hös en analytisk funktion = oc 
är bekant, så kan man alltid bestämma konvergensområdet hos hvilket element som 
helst deraf. ; 
Grundlaget för alla dessa tnderspkomset bildar en sats, som af professor 
MirraG-LEFFLER genomgicks vid hans föreläsningar vid Stockholms högskola 1883, och 
som han då uttalade sålunda ”): 

På gränsen till en potensseries konvergensområde måste alltid finnas en punkt, - 
der den ej kan analytiskt fortsättas, SR 
men hvilkens bevis i sjelfva verket innehåller vida mer. | SS 

Då denna sats för flere variabler icke finnes 1 tryck utgifven, så tillåta vi v 
oss att ur nämda föreläsningar anföra detta bevis, dock naturligtvis utan att kunna = = 
upptaga bevisen för alla de likaledes otryckta satser, hvarpå det stöder sig, satser 
som dock äro ganska analoga med motsvarande, väl bekanta satser för en variabel. Sr 

Satsen lyder, utförligt uttryckt: ER 

Om potensserien 


(TR da 
konvergerar för alla värdesystem sådana att 
| — a|<r ess | Zn — An | Ena 
men divergerar så snart som 


[2 a rroon s d La — An (> Tas 


och om ARE RARE 
är ett variabelt ställe underkastadt vilkoret AE 1 er 
| I sla 3 2 

fa arb oo. or fn — An |A SEA 


") På tillfrågan har Hr. prof. MITTAG-LEFFLER ej kunnat upplysa om huruvida WEIERSTRASS ; 
i sina föreläsningar sjelf upptagit denna sats för flere variabler eller ej. I tryck finnes den i alla hän- — 
delser ej utgifven. SA 


NN 
-— 
"Fal 
Män, 
Ag 
FÅ 


och om serien G ombildas till 


i 
(BO NT TRE) 


så är det omöjligt att alla dessa serier G. (som . bildas med olika värden (24...) 
blott underkastade vilkoret ofvan) kunna konvergera för områden 


| — | EP ooo rss len — CA Sn 
såvida 
END (PE NES 

hvarest pi... pr äro konstanter. 

Bevis: 

Ty inför qvantiteterna Fi... RB, och R4...R'. sådana att 

ÖFSSH ISS de i FIVK SLR (VESTRE 2 
och 
R'4 FE RB, = di < PIA: Rae RB, =5 dy Pn: 


Om det då vore möjligt, som skall bevisas vara omöjligt, så bilda serien: 


(Re hg he PA RAD, 


Den måste tydligen, så länge som Fig. 9. 
[8 dr lys nr |2'n — an | EB 

vara absolut konvergent för området 

Pal Era. ha | Ers 
och sålunda än mera för 

LOSE SANERAS [ARTE Pa 
och således äfven för området 

VON KANE OR Ih. | ES dn. 


Den är då en kontinuerlig funktion af 
Lr. Cn, Moss hy inom hela detta sistnämda 
område gränsen inbéeräknad, hvaraf äfven följer att 


Go + för SS + lös fege SSG) 
har en ändlig öfre gräns som vi kalla g. 


Men då ju G blott var en ombildning af G, så inses genom en enkel ut- 
veckling, att vi få: 


kn 


n I 


0 Di DIE. enar 
— — —V—A 7» 


SÅG 
Ts 


? 3 
Ål ar hiv. oatr hala ski) = 
MIN =0 


ESS ORTER SEN 


- 


2 
a 
Ja 
Ko 
rr 
i 


fr ad 


GR oh 
57 


hvaraf genom upprepad ser ning af samma sats som ovan Te 


men divergera om E FINGO jr 


och deraf ontet en bekant sats — SSE Car SE : 


: Då DE Og lg 


Je 


TE Er ar YZ 


Men yi Dala ju äfven — fr NES Are FÖRRE AIN gr Rd 


Dp" Kna od R a KVA E För FK 5 S 5 
FER LR Oland = = ERA 0 
[a Ma | AA : FL na FR 


äte TE n = 


a Sr FO . 


a FÅ pa ba Se mha 5 n a i$. / = dT 5 SR 
hek Ren Ag se od Ana] 0 


hvaraf enligt en förut många gånger använd sats fö följer att BE RS I : 
a JEN (on a Ja 
RAN ROR z AREVA 

är absolut konvergent så länge som samtidigt - S RR AS 


ESD ES ork Big ar EE fö LA och Pal <i> hol <a 


/ Men om termerna i denna serie ordnas om, så fås RR 
| 20 RE ; | NE fa NM & fa ” 
SS i ; d ; Am. SS ae Werk be ad. > (Ca + hin — a)”, | 
| ; Paret SN Nr 
| kt Pie Pa = Na ; 4 3 i LYT i NE ÖRE 
hvilken derför äfven är åbsolut konvergent ör samma område. Wlan Å 
Men häraf öga då äfven att seylexst ilman cr ASA 
TA ker a os E (a rr dn) Ve Få : dä | 3 e sö 


skulle vara absolut konvergent, om blott deri | 
; |2r — m|<Bi + di = 1. |öa— 0 < Eat da = P4, - 


(TD 


hvilket strider mot antagandet. 
Satsen är således bevisad, och vi vilja nu se till, hvad den ogentigenin 
Först se vi då, att vilkoret att serien skall vara konvergent förtig.s 


NR 


| = a |<rrnnnsln — 0 <a é ERE & FO 


AS Vr aln = Ne : SR, 


FS [RES frn NSI fer 


(di... dy) såsom figuren utvisar, men då vet jag 


SR (ÖL 


ingalunda fullständigt bestämmer konvergensområdet, enär det lemnar oafgjordt, hur 
serien förhåller sig i de punkter, der hvarken alla vilkoren (1) eller alla vilkoren (2) 
äro uppfylda. Vilkoren | 


2 — af =71..o 5. [ga — an | = 72 


kunna ju nämligen ej definiera hela gränsen, utan uttrycka blott den n-dimensionala 
rymd, som framställes af en enda punkt då konvergensområdet framställes i redu- 
cerad form. Vi se således af den nyss bevisade satsen, att i hvarje sådan rymd 
måste finnas ett singulärt ställe, och att således på gränsen till konyvergensområdet 
måste finnas ej blott "ett singulärt ställe", utan en i n—1 dimensioner utsträckt 
punktmängd af singulära ställen. 

Ännu hafva vi dock ej visat, att dessa dimensioner äro kontinuerliga, d. v. s. 
att det ej kan inträffa, att då jag öfvergår från en punkt 1 den reducerade formen 
till en annan oändligt närbelägen, de singulära ställena i de båda rymder, som i 
reducerad form utmärkas af dessa båda punkter, dock kunna vara skilda af ett ändligt 
område. Detta bevis vilja vi nu lemna genom att bevisa följande sats: 

; I hvarje närhet af ett singulärt ställe till en analytisk funktion af flere än 
en variabel finnas oändligt många singulära ställen till densamma. 

- Denna sats är framstäld af Weierstrass 1 avbetet "Hinige auf die Theorie der - 
analytischen Functionen mehrerer Veränderlichen sich beziehende Sätze", och der 
bevisad medels helt olika betraktelser, men blott för funktioner af rationel karaktär. 
Här vilja vi deremot med hjelp af vår sats på 
sid. 11 bevisa den generelt för alla analytiska 
funktioner. 

Om det singulära stället vore 


(ONS: bn); 


och det funnes ett område sådant, att intet sin- & Sälen 
gulärt ställe betecknades af 


Fig. 10. 


(D+ + ped SÅR SO On + pre), 
så länge som 
SE TS VAN ÖEPpa 0 


hvad 60; ...68, än må vara; så utveckla funktionen 
t. ex. i punkten 


4 €& xXn-planet. 


Om vi åskådliggöra konvergensområdet enligt 
"sättet B)", så måste de variabla cirklar, som 
begränsa konvergensområdet stoppas af stället 


Red 


enl. satsen sid. 11, att jag kan minska cirklarne i planen för variablerna 2X...Zan—14, = 


så litet, att radien i cirkeln i planet för x, ökas med mindre än 3/,. Men äfven då 
ligger i den rymd, som uttryckes genom cirkellinierna ett singulärt ställe enligt den 
nyss bevisade satsen, hvadan ännu ett sådant ställe finnes inom omgifningen 3 af punkten 
(Di... d,). Således ligger inom hvarje hur liten omgifning som helst af (b,...b,) oänd- 
ligt många singulära ställen, och då på grund af sjelfva definitionen af singulära 
ställen det är tydligt, att hvarje gränspunkt till en punktmängd af singulära ställen 
äfven sjelf är ett dylikt, så inses att dessa måste bilda kontinuerliga linier eller ytor, É 
hvilket skulle bevisas. 


Häraf se vi nu således, att vid en funktion af flere variabler ingalunda, såsom 
vid en dylik af blott en, en fördelning hvilken som helst af singulära ställen är möjlig, 
utan denna fördelning är bestämd genom vissa vilkor, som följa ur denna sista sats 
och satsen på sid. 11. En af dessa möjliga fördelningar är uppenbarligen den, att 
de singulära ställena uttryckas genom en analytisk funktion satt = 0: 


T(LESa PESTO 


ty det är ju påtagligt att det finnes funktioner, som hafva just dessa singulariteter 
och inga andra inom ändligt område; men vi hafva intet skäl att påstå att detta 
alltid är händelsen, ehuru det synes vara det generela fallet. Så t. ex. om vi hafva 
en funktion af en variabel 

f(x) 


som inom ändligt område blott är singulär för den isolerade punktmängden +) Zl, 
så veta vi att om T 


Go, Sr Xn) 


är en hel funktion af 2i...zx»,, Så har funktionen 


AO (6 År R 


inga andra singulära ställen inom ändligt område, än alla punkter på ytorna: 


Go, FTSE al, 
I detta fall, att de singulära ställena uttryckas genom en analytisk funktion 
VÄ (PEO 
finnes möjlighet för att noggrannare bestämma dem. 


Vi se t. ex. genast, att i allmänhet denna funktion bör betyda en yta i 2n — så 
dimensioner, ty om man sätter 


så blir den Itrdig med ett system af formen 
PPI to Pr fara gnES 
P1 300 Pr GAS RNE 


+) Se CANTOR i aeta matem. band. 2, häft. 4. 


Ly a = Py är yi 0 = 1 sie ”), EN FÅ 


EN Hr 


hvilket ju i allmänhet betyder en dylik yta i den 2n-dimensionala rymden. Man kan 


äfven lätt på grund af monogeniteten bevisa både att vw och 4 ej kunna vara identiska, 
och (under ett obetydligt inskränkande vilkor) att de ej kunna hafva någon försvin- 
nande gemensam faktor, så att de icke derigenom kunna reduceras till blott en enda; 
men då de ju blott äro funktioner af reela variabler, så återstår ännu möjligheten, 
att de i alla fall kunna hafva alla sina reela nollställen inom ändligt område gemen- 
samma, på samma sätt som t. ex. funktionerna 


z och ME : 
log x 


och dertill ännu möjligheten, att de kunna upplösa sig i flera eqvationer på samma | 


sätt som t. ex. 
FY re 0 


betyder en punkt i den 3-dimensionala rymden. 

På denna eller dylik väg torde frågan således svårligen kunna fullständigt 
lösas. Detta kan deremot ske på den väg som WeIierstrass i sitt ofvan citerade 
arbete (Hinige auf die Theori d. anal. Funct. mer. Veränd. sich bez. Sätze) inslagit. 

Han visar nämligen der i "Vorbereitungssatz", att om man har en potensserie 


PN 


sådan att 
P (OCR 05 
så är det alltid möjligt att genom en liniär substitution 


Li = CI ty Fö FK Cila 


CP fa Te sl TR TO Tak OA TINA RK SN ee 


(LR — Ca l1 arr Canin 


förvandla den till en annan potensserie 


Pe, (Bror 


som är så beskaffad, att om åt t....t, gifvas värden hvilka som helst, blott under- 
kastade vilkoren 
[te] EPp2 OO Fal Spr 


så finnes det alltid ett ändligt antal värden på t,, som äro så beskaffade, att 


Z la [<p 
och 


Pe, ta eve tr) = 0, 


hvaraf sedan äfven följer, att, om t,...t, åter utbytas mot 2...zXn, Serien 


For 


försvinner för de så bestämda värdena, fill äfven ligga inom vissa områ 
nollpunkten. 
Men detta betyder ju just att nollställena till 


Pösisstan 


åtminstone inom ett område kring nollpunkten äro utsträckta 1 AN dinenson 
då ju 2(n —1) reela variabler, näml. de reela och imaginära delarna till &.. NER - 
kunna tagas godtyckliga, och derigenom de öfriga blifva bestämda (= ej få orig ER 
tinuerligt variera) ”). Å 

Då man äfven af Wzrierstrass” bevis lätt kan inse, att det ej för satsen i 0 
något väsendtligt, att nollstället antogs just i punkten 


ÖT AN SES ONE 


så synes, att man sedan från ett annat ställe kan fortsätta och sålunda se, att & 
nollställena (om det öfverhufvud existerar sådana inom ändligt område) måste var 
utsträckta i 2n — 2 dimensioner. Att vidare ga. på dessa frågor är omellertid « | 


Vi vilja i dess ställe öfvergå till en fråga, som faser närmare vårt ögolllgn 
ämne, 1 det vi skola uppvisa huru det tillgår att fullständigt bestämma konvergens- 
områdets storlek och form för potensserieutvecklingen i ett regulärt = hvilket 
som helst af en funktion hvars singulära ställen anses kända: a 


Om vi vilja utveckla funktionen t. ex. i stället 


(rr 


så uttryck alla singulära ställen i formen 
A | (5 
PT + ri os An Fra 


der således qvantiteterna 
SER Ma B:s BÅP) 


antaga alla sådana värden, att singulära ställen erhållas (vi få således icke 
tänka oss , blott genomlöpa en abzählbar värdemängd). 5 
EAS bu I RE é 0 
") Då man först läser WEIERSTRASS” StraR Biforkde arbete, så undrar man i ållmänhé 
hvartill detta variabelombyte skall tjena, men genom ofvanstående betraktelsesätt inses lätt, satt 
har karaktären af en koordinattransformation med den 2n-dimensionala rymdens koordinater, 80 
ställes för att få de 2n — 2 dimensionerna just så belägna, att alltid » — 1 variabler kunna taga E 
tyckliga, d. v. s. att få dessa dimensioner uttryckta genom »n — 1 hela plan och ett ändligt antal pu: 
i det återstående planet. Om, såsom ofta är fallet, detta förut är förhållandet, så kunna äfv 
Cit: .. Cnn väljas så, att de nya koordinaterna sammanfalla med de gamla, blott i olika ordning. 


Bilda sedan den punktmängd som består af alla ställen som betecknas af 


= Or + rien = An + ra), e0ni 


ri), si rat) | NDS SA 


å M . HER 
Br GSE a NR | FRE 


NN Hedoå AN bildar Sila föregående resonnemang i URL, en i 
2 dimensioner ") utsträckt värdemängd, hvilken dock ej fyller hela FOrder då den. 6 
ju omöjligt kan nå fram till stället : ; | ö 


(ÖMSE LA 5; 2 OR : | Fe 


SN (01 «> > An) 
som något af de singulära. 

Den så bildade punktmängden måste de hafva en gränsyta i (2n —1) 
dimensioner, hvilken gränsyta tanniEr innesluter punkten 


(Ad wee An). 3 : 2 öd e ; : A 


Af det AR inser man, att just denna G är AR RR 


Ett exempel på det förra a utvecklingen af funktionen 
| 5 ESTANR 
1— ry 


ERFARA (a =re? 
is c 6; 


é | 2 fe : S y EA (0 och r oberoende variabler), 


5 


mängd utgör då den bepränsknde ytan, hvilket ju Ärven är tydligt, då den a jul 
cerad form uttryckes genom hyperbeln 2 


SS JÄRN 
och serien är 


1-4 ay + og SA ESA 


RönkHonen må vara 
äl 


FO eller log (x är Yr ? 


(p + qi, om + ni). 
1) I punkten (x = 0; y = 0). 
De singulära ställena kunna skrifvas: 
r cosb + pcosp = 0 
7 sin0 + psing = 1 
(om man näml. sätter x— re! + Y=Pe AL 
hvaraf genom lösning é 
i; (Ape =7r4 1— 2r sin 0 
| 1—-7 sin 0 


Pp - - 5 


r cos 0 


De singulära ställena äro således de punkter som uttryckas genom 


x = rel 


YR SN e 


ere al (- r cos6 


då < natu 
blott målat 0 och 2). ; £ ; 
Punktmängden 2 som här är utsträckt i i 4 Klirasslöng blir då: : 


re et é 
y.=—= Vr +1-—2rsinb.etit, 


der såväl 0 som + och antaga alla Map mellan 0 och 27, samt En al E 
positiva värden som göra roten reel. rå 


SE x = ret : 
Et ae ty nr Elen 


SG Rö YE (RT 


Uppenbarligen är kurvans ena branch obrukbar, så att vi blott få 


y=1—2. ; 


j 2) Utveckling i punkten (p + qi, m + ni). 
Vi sätta då de singulära ställena under formen 


(0 = p+ gi tre 
SRS : : ; 


- + m+ 4r00a + peosp =0 
lq+n +rsinO + psing = Fr 


= (pF Mm Flat n— 1) +r? + 2r4((p H m) 2080: + 20 + n—1) sinök | i; = ÅA 
IK q+n+rsind — Ås å / SR S å ; ig 
ge =) pt m+rcosd | SER Ae 


ngulära stillena Kuna således uttryckas: 


2 + qi NE ref | Så i 
mid VO EIN D ER rp + ms an DsT. ; E 
ERAN FTSE REA gtn+rsind—1 SAN 

FOA å KS RR på : gmetel(5 + m+recosb ) | Rå 
nktmängden & såledestr Fe 


-8 


"dine s 


VP tm + gtr —D FYDe ASO UC ng ka 1)? ; SR 


vi insätta, detta och stryka argumenten för att öfvergå AR reducerade formen, = a 


Men venstra membrum af BR eqvation är en jemn SÄRART och land se 
den ena faktorn utgör svar på problemet, hvadan således det sökta ko 
rådet 1 reducerad form begränsas af tvänne genom punkten | 


(p 3 Qt, EG 


dessa linier såsom "axlar är: 


+ VED FORD = 0 


1 


